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Resumen
En el presente trabajo se estudian los espacios WeakLp, en particular se establecen resultados
de interpolacio´n y convergencia. Tambie´n se caracterizan la compacidad e invertibilidad del
operador multiplicacio´n y se enuncia una condicio´n que establece la continuidad del operador
composicio´n definido sobre el espacio Weak Lp.
Palabras clave: Operador Multiplicacio´n y Composicio´n, Operador Compacto, funcio´n
distribucio´n, Espacios Weak Lp.
Abstract
In a self-contained presentation, we discuss the Weak Lp spaces. Invertible and compact
multiplication operators on Weak Lp are characterized. Boundedness of the composition
operator on Weak Lp is also characterized.
Keywords: Compact operator, multiplication and composition operator, distribution
function, Weak Lp spaces.
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1 Introduccio´n
Uno de los aspectos relevantes de los espacios Weak Lp es que e´ste posee una estructura
suficientemente concreta la cual lo hace atractivo para el estudio de ciertos operadores. Los
espacios Weak Lp son espacios de funciones estrechamente relacionados con los espacios Lp.
Es dif´ıcil establecer el origen exacto de los espacios Weak Lp, al parecer surgieron alrededor
del estudio cada vez ma´s reiterado de los espacios Lp. El libro de Colin Benett y Robert
Sharpley[BS88] incluye una buena presentacio´n de los espacios Weak Lp, sin embargo lo
hacen a partir del concepto de funcio´n reordenamiento. En el presente trabajo se estudian
los espacios Weak Lp desde la concepcio´n de funcio´n distribucio´n. Por esta razo´n, el primer
cap´ıtulo de este trabajo contiene una detallada exposicio´n de estos espacios de funciones en
te´rminos de la funcio´n distribucio´n.
En el cap´ıtulo 2 del presente trabajo se establece en principio una caracterizacio´n de la
continuidad del operador multiplicacio´n Mu en te´rminos de la funcio´n u, y se muestra que el
conjunto de todos los operadores multiplicacio´n sobre Weak Lp es una suba´lgebra maximal
abeliana de B
(
Weak Lp
)
, el a´lgebra de Banach de todos los operadores lineales acotados
sobre Weak Lp. Usando este hecho, se caracteriza la invertibilidad del operador Mu sobre
Weak Lp. Los operadores multiplicacio´n compactos tambie´n se abordan en este cap´ıtulo.
Para un estudio sistema´tico del operador multiplicacio´n sobre diferentes espacios ve´ase
([Abr78], [ADV06], [CT09] [Axl82], [KG01], [SK77], [Tak93]).
En este cap´ıtulo tambie´n se enuncia una condicio´n necesaria y suficiente para la acotacio´n del
operador composicio´n CT . Para el estudio del operador composicio´n en diferentes espacios
de funciones, ve´ase ([CHKM04], [Kum97], [KK05], [Nor78], [SK77], [SM93]).
2 Espacios Weak Lp
2.1. La funcio´n distribucio´n y los espacios Weak Lp
Definicio´n 2.1. Sea f una funcio´n medible definida en X, la funcio´n distribucio´n de la
funcio´n f se denota por Df y se define sobre [0,∞) como sigue
Df (λ) := µ
(
{x ∈ X : |f(x)| > λ}
)
. (2.1)
La funcio´n distribucio´n Df provee informacio´n acerca del taman˜o de la funcio´n f pero no
acerca del comportamiento de f en cercanias de un punto dado. Por ejemplo, una funcio´n
definida en Rn y cada una de sus traslaciones tienen la misma funcio´n distribucio´n.
De la definicio´n 2.1 se sigue que Df es una funcio´n decreciente de λ (no necesariamente en
el sentido estricto), adema´s de tener propiedades de subaditividad y monoton´ıa tal y como
se enuncia en el siguiente teorema:
Teorema 2.1. Sea (X, µ) un espacio de medida, f y g funciones medibles sobre (X, µ).
Entonces Df goza de las siguientes propiedades. Para todo λ1, λ2 > 0:
1. |g| ≤ |f | µ-c.t.p. implica Dg ≤ Df ;
2. Dcf(λ1) = Df
(
λ1
|c|
)
para todo c ∈ C/{0};
3. Df+g(λ1 + λ2) ≤ Df(λ1) +Dg(λ2);
4. Dfg(λ1λ2) ≤ Df(λ1) +Dg(λ2).
Demostracio´n. Ve´ase [Gra08]
A continuacio´n, fijemos un para´metro 0 < p < ∞ y consideremos el espacio de medida
(X, µ). Definamos el espacio Weak Lp as´ı
Weak Lp :=
{
f ∈ F(X, µ) : µ
(
{x ∈ X : |f(x)| > λ}
)
≤
(
C
λ
)p}
=
{
f ∈ F(X, µ) : Df (λ) ≤
(
C
λ
)p}
,
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para alguna constante C > 0, donde F(X, µ) es el conjunto de todas las funciones µ−medibles.
Observe que Weak L∞ = L∞. (En adelante se usara´ las notaciones L(p,∞) y Weak Lp para
referirnos al mismo espacio antes definido).
Dado p ∈ R positivo, del teorema 2.1 se sigue que Weak Lp es un espacio vectorial sobre
el conjunto de los nu´meros complejos. Incluso, podemos hablar de espacio de Banach para
ciertos valores positivos de p tal y como se detalla ma´s adelante.
Note que en la definicio´n del espacio Weak Lp, los valores de C estan siempre acotados
inferiormente por 0, por tanto el infimo de estos valores existe para toda f ∈WeakLp. Este
hecho permite definir una funcio´n que induce una estructura topolo´gica en dicho espacio.
Definicio´n 2.2. Para todo f ∈ Weak Lp se define la funcio´n ‖.‖L(p,∞) a valores reales no
negativos as´ı:
‖f‖L(p,∞) = ı´nf
{
C > 0 : Df (λ) ≤
(
C
λ
)p}
.
El siguiente teorema presenta una expresio´n alternativa para la funcio´n definida en 2.2 y que
en adelante se seguira´ usando.
Proposicio´n 2.1. Sea f ∈Weak Lp con 0 < p <∞, entonces
‖f‖L(p,∞) =
(
sup
λ>0
λpDf (λ)
)1/p
= sup
λ>0
λ {Df(λ)}
1/p .
Demostracio´n. Definamos
λ = ı´nf
{
C > 0 : Df(α) ≤
(
C
α
)p}
,
y
B =
(
sup
α>0
αpDf(α)
)1/p
.
Como f ∈Weak Lp, entonces
Df(α) ≤
(
C
α
)p
,
para algu´n C > 0, luego{
C > 0 : Df(α) ≤
(
C
α
)p
∀ α > 0
}
6= ∅.
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De otro lado
αpDf (α) ≤ B
p,
as´ı {αpDf (α) : α > 0} esta´ acotado superiormente por B
p con B ∈ R.
Por lo tanto
λ = ı´nf
{
C > 0 : Df(α) ≤
(
C
α
)p
α > 0
}
≤ B. (2.2)
Ahora, sea ǫ > 0, entonces existe C tal que
λ ≤ C < λ+ ǫ,
y as´ı
Df(λ) ≤
Cp
λp
<
(λ+ ǫ)p
λp
,
luego
sup
λ>0
λpDf (λ) < (λ+ ǫ)
p
(
sup
λ>0
λpDf(λ)
)1/p
≤ λ
B < λ, (2.3)
por (2.2) y (2.3) B = λ.
La proposicio´n 2.1 es de gran relevancia, pue´s permite definir de manera rigurosa los espacios
Weak Lp.
Definicio´n 2.3. Sea 0 < p < ∞. El espacio L(p,∞) se define como el conjunto de todas las
funciones µ−medibles f tales que ‖f‖L(p,∞) es finito.
Weak Lp =
{
f ∈ F(X, µ) : ‖f‖L(p,∞) <∞
}
,
donde
‖f‖L(p,∞) =
(
sup
λ>0
λpDf (λ)
)1/p
.
Dos funcio´nes se consideran iguales en L(p,∞) si son iguales µ−c.t.p.
Los espacios WeakLp comprenden un terreno ma´s vasto que los espacios Lp como se detalla
a continuacio´n.
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Proposicio´n 2.2. Para todo 0 < p <∞ y cualquier f ∈ Lp tenemos que∥∥f∥∥
L(p,∞)
≤
∥∥f∥∥
Lp
,
y por tanto
Lp ⊂ L(p,∞).
(Esto es consecuencia de la desigualdad de Chebyshev).
Demostracio´n. Si f ∈ Lp, entonces
λpµ
(
{x ∈ X : |f(x)| > λ}
)
≤
∫
{|f |>λ}
|f |p du ≤
∫
X
|f |p du =
∥∥f∥∥p
Lp
,
es decir
µ
(
{x ∈ X : |f(x)| > λ}
)
≤
(
‖f‖Lp
λ
)p
. (2.4)
luego f ∈ L(p,∞), lo que significa que
Lp ⊂ L(p,∞). (2.5)
A continuacio´n, de (2.4) tenemos que
(
sup
λ>0
{λpDf(λ)}
)1/p
≤
∥∥f∥∥
Lp∥∥f∥∥
L(p,∞)
≤
∥∥f∥∥
Lp
.
Observacio´n 2.1. La inclusio´n (2.5) es estricta, en efecto sea f(x) = x−1/p definida en el
espacio de medida
(
(0,∞), m
)
, donde m es la medida de Lebesgue. Note que
m
({
x ∈ (0,∞) :
1
|x|1/p
> λ
})
= m
({
x ∈ (0,∞) : |x| <
1
λp
})
= 2λ−p,
luego f ∈Weak Lp(0,∞), pero∫ ∞
0
(
1
x1/p
)p
dx =
∫ ∞
0
dx
x
→∞,
por tanto f /∈ Lp(0,∞).
A continuacio´n se establecen propiedades importantes de la funcio´n ‖.‖L(p,∞) que sugieren
una estructura de espacio normado para L(p,∞), todas ellas son consecuencia del teorema 2.1.
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Proposicio´n 2.3. Sean f, g ∈ L(p,∞). Entonces:
1.
∥∥cf∥∥
L(p,∞)
= |c|
∥∥f∥∥
L(p,∞)
para cualquier constante c.
2.
∥∥f + g∥∥
L(p,∞)
≤ 2
(∥∥f∥∥p
L(p,∞)
+
∥∥g∥∥p
L(p,∞)
)1/p
.
3.
∥∥f∥∥
L(p,∞)
= 0 si y so´lo si f = 0 µ-c.t.p.
Demostracio´n. (1) Para c > 0 tenemos que
µ
(
{x ∈ X : |cf(x)| > λ}
)
= µ
({
x ∈ X : |f(x)| >
λ
c
})
,
luego
Dcf(λ) = Df
(
λ
c
)
,
entonces
‖cf‖L(p,∞) =
(
sup
λ>0
λpDcf(λ)
)1/p
=
(
sup
λ>0
λpDf
(
λ
c
))1/p
=
(
sup
cw>0
cpwpDf(w)
)1/p
= c
(
sup
cw>0
wpDf (w)
)1/p
,
y as´ı
‖cf‖L(p,∞) = c‖f‖L(p,∞).
(2) Note que
{x ∈ X : |f(x) + g(x)| > λ} ⊆
{
x ∈ X : |f(x)| >
λ
2
}⋃{
x ∈ X : |g(x)| >
λ
2
}
.
Por tanto
µ
(
{x ∈ X : |f(x) + g(x)| > λ}
)
≤ µ
({
x ∈ X : |f(x)| >
λ
2
})
+ µ
({
x ∈ X : |g(x)| >
λ
2
})
,
luego
λpDf+g(λ) ≤ λ
pDf
(
λ
2
)
+ λpDg
(
λ
2
)
λpDf+g(λ) ≤ 2
p
[
sup
λ>0
λpDf(λ) + sup
λ>0
λpDg(λ)
]
(
sup
λ>0
λpDf+g(λ)
)1/p
≤ 2
(∥∥f∥∥p
L(p,∞)
+
∥∥g∥∥p
L(p,∞)
)1/p
∥∥f + g∥∥
L(p,∞)
≤ 2
(∥∥f∥∥p
L(p,∞)
+
∥∥g∥∥p
L(p,∞)
)1/p
.
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(3) Es claro que si f = 0 µ-c.t.p entonces
∥∥f∥∥
L(p,∞)
= 0.
Supongamos que
∥∥f∥∥
L(p,∞)
= 0, entonces
(
sup
λ>0
λpDf(λ)
)1/p
≤ 0,
luego λpDf (λ) ≤ 0 para todo λ > 0, por lo tanto
Df(λ) = 0 para todo λ > 0,
esto implica que f = 0 µ-c.t.p.
Esta proposicio´n sugiere que la funcio´n ‖.‖L(p,∞) es una norma para el espacio Weak Lp, sin
embargo no se cumple la desigualdad tria´ngular. En este caso hablamos de una cuasi-norma.
Definicio´n 2.4. Una cuasi-norma sobre un espacio vectorial X es una aplicacio´n
‖.‖ : X → R tal que:
i) ‖x‖ ≥ 0 para todo x ∈ X.
ii) ‖x‖ = 0 si y solo si x = 0.
iii) ‖kx‖ = |k|‖x‖, para k ∈ R y x ∈ X.
iv) ‖f + g‖ ≤ C
(
‖f‖+ ‖g‖
)
para todo x, y ∈ X, y C una constante independiente de
x, y.
Corolario 2.1. Weak Lp es un espacio vectorial cuasi-normado.
Demostracio´n. Consideremos la propiedad 2) de la proposicio´n 2.3, note que si p ≥ 1 entonces
de la proposicio´n 2.3 se tiene
∥∥f + g∥∥
L(p,∞)
≤ 2
(∥∥f∥∥p
L(p,∞)
+
∥∥g∥∥p
L(p,∞)
)1/p
≤ 2
(∥∥f∥∥
L(p,∞)
+
∥∥g∥∥
L(p,∞)
)
,
si 0 < p < 1 entonces∥∥f + g∥∥
L(p,∞)
≤ 2
(∥∥f∥∥p
L(p,∞)
+
∥∥g∥∥p
L(p,∞)
)1/p
≤ 2
[
2ma´x
(∥∥f∥∥p
L(p,∞)
,
∥∥g∥∥p
L(p,∞)
)]1/p
= 2
1+
1
p ma´x
(∥∥f∥∥
L(p,∞)
,
∥∥g∥∥
L(p,∞)
)
≤ 2
1+
1
p
(∥∥f∥∥
L(p,∞)
+
∥∥g∥∥
L(p,∞)
)
.
Por tanto ‖.‖L(p,∞) no cumple la desigualdad tria´ngular luego, en virtud de la propiedades de
la proposicio´n 2.3, la funcio´n ‖.‖L(p,∞) constituye una cuasi-norma para el espacio Weak Lp.
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El siguiente resultado establece una interesante relacio´n entre la norma ‖.‖Lp de los espacios
Lp y la funcio´n distribucio´n. Este hecho sera de gran utilidad para la demostracio´n de algunas
propiedades en los espacios Weak Lp, dada la relacio´n entre la cuasi-norma de este espacio
con la funcio´n distribucio´n.
Proposicio´n 2.4. Sea f ∈ Lp con 0 < p <∞, entonces:
∥∥f∥∥p
Lp
= p
∞∫
0
λp−1Df (λ) dλ.
Demostracio´n. En efecto
∥∥f∥∥p
Lp
=
∫
X
∣∣f(x)∣∣p dµ(x)
=
∫
X
|f(x)|∫
0
pλp−1 dλ dµ(x)
= p
∫
X
∞∫
0
λp−1χ(
0,|f(x)|
)(λ) dλ dµ(x)
= p
∞∫
0
∫
X
λp−1χ{
x:|f(x)|>λ
}(x) dµ(x) dλ
= p
∞∫
0
λp−1
∫
X
χ{
x:|f(x)|>λ
}(x) dµ(x) dλ
= p
∞∫
0
λp−1µ
({
x : |f(x)| > λ
})
dλ
= p
∞∫
0
λp−1Df (λ) dλ.
En la cuarta l´ınea se uso el teorema de Fubini.
2.2. Convergencia en medida
A continuacio´n, discutiremos algunas nociones de convergencia. La siguiente nocio´n es de
importancia en teor´ıa de probabilidad.
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Definicio´n 2.5. Sean f, fn (n = 1, 2, 3, ...) funciones medibles definidas sobre el espacio de
medida (X, µ). la sucesio´n {fn}n∈N converge en medida a f (fn
µ
→ f) si para todo ǫ > 0
existe n0 ∈ N tal que
µ
(
{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ǫ}
)
< ǫ para todo n ≥ n0. (2.6)
Observacio´n 2.2. La definicio´n anterior es equivalente a la siguiente afirmacio´n.
Para todo ǫ > 0,
l´ım
n→∞
µ
(
{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ǫ}
)
= 0. (2.7)
Es claro que (2.7) implica (2.6). La convergencia se tiene ya que para un ǫ > 0 cualquiera,
fijamos 0 < δ < ǫ y aplicamos (2.6) para este δ.
Existe un n0 ∈ N tal que
µ
(
{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > δ}
)
< δ,
para n ≥ n0. Como
µ
(
{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ǫ}
)
≤ µ
(
{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > δ}
)
.
Concluimos que
µ
(
{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ǫ}
)
< δ,
para todo n ≥ n0. Dado que n→∞ se deduce que
l´ım sup
n→∞
µ
(
{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ǫ}
)
≤ δ. (2.8)
Como (2.8) se sigue para todo 0 < δ < ǫ, (2.7) se tiene haciendo δ → 0.
Observacio´n 2.3. La convergencia en medida es una propiedad mas general que la conver-
gencia en los espacios Lp o L(p,∞) con 0 < p <∞, como indica la siguiente proposicio´n.
Proposicio´n 2.5. Sea 0 < p ≤ ∞ y fn, f funciones en L(p,∞).
1. Si fn, f esta´n en Lp y fn → f en Lp, entonces fn → f en L(p,∞).
2. Si fn → f en L(p,∞) entonces fn
µ
→ f .
Demostracio´n. (1) Fijemos 0 < p <∞. De la proposicio´n 2.2, para todo ǫ > 0 tenemos que:
µ
(
{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ǫ}
)
≤
1
ǫp
∫
X
|fn − f |
p dµ
ǫpµ
(
{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ǫ}
)
≤ ‖fn − f‖
p
Lp
sup
λ>0
λpDfn−f (λ) ≤ ‖fn − f‖
p
Lp
,
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y as´ı
|fn − f‖L(p,∞) ≤ ‖fn − f‖Lp.
Esto muestra que la convergencia en Lp implica convergencia en WeakLp. El caso p =∞ es
trivial.
(2) Dado ǫ > 0, hallamos un n0 ∈ N tal que para todo n > n0 se tiene que
‖fn − f‖
p
L(p,∞)
=
(
sup
λ>0
λpDfn−f (λ)
)1/p
< ǫ
1
p
+1,
tomando λ = ǫ, concluimos que
ǫpµ
(
{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ǫ}
)
< ǫp+1,
for n > n0.
Por tanto
µ
(
{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ǫ}
)
< ǫ para n > n0.
Ejemplo 2.1. Fijemos 0 < p <∞. Sobre [0, 1] definamos las funciones
fk,j = k
1/pχ( j−1k ,
j
k)
k ≥ 1, 1 ≤ j ≤ k.
Considere la sucesio´n {f1,1, f2,1, f2,2, f3,1, f3,2, f3,3, ...}.
Observe que
m
(
{x ∈ [0, 1] : fk,j(x) > 0}
)
=
1
k
,
por tanto
l´ım
k→∞
m
(
{x ∈ [0, 1] : fk,j(x) > 0}
)
= 0,
esto es fk,j
m
−→ 0.
Igualmente, note que
∥∥fk,j∥∥L(p,∞) =
(
sup
λ>0
λpm
(
{x ∈ [0, 1] : fk,j(x) > λ}
))1/p
≥
(
sup
k≥1
k − 1
k
)1/p
= 1.
Lo que implica que fk,j no converge a 0 en L(p,∞).
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Otra propiedad muy u´til en el estudio de los espacios Weak Lp es que toda sucesio´n conver-
gente en L(p,∞) tiene una subsucesio´n que converge puntualmente µ−c.t.p al mismo l´ımite.
Esto es consecuencia del siguiente resultado.
Teorema 2.2. Sea fn y f funciones medibles a valor complejo definidas sobre el espacio
de medida (X,A, µ) y suponga que fn
µ
−→ f . Entonces existe una subsucesio´n de fn que
converge a f µ−c.t.p.
Demostracio´n. Para cada k = 1, 2, . . . elijamos inductivamente nk tal que
µ
(
{x ∈ X : |fnk(x)− f(x)| > 2
−k}
)
< 2−k, (2.9)
con n1 < n2 < ... < nk < . . .. Definamos ahora el conjunto
Ak =
{
x ∈ X : |fnk(x)− f(x)| > 2
−k
}
,
(2.9) implica
µ
(
∞⋃
k=m
Ak
)
≤
∞∑
k=m
µ(Ak) ≤
∞∑
k=m
2−k = 21−m, (2.10)
para cada m = 1, 2, 3, . . ., de (2.10) tenemos que
µ
(
∞⋃
k=1
Ak
)
≤ 1 <∞. (2.11)
A partir de (2.10) y (2.11), concluimos que la sucesio´n de medidas de los conjuntos{
∞⋃
k=m
Ak
}
m∈N
converge a
µ
(
∞⋂
m=1
∞⋃
k=m
Ak
)
= 0. (2.12)
Para finalizar la demostracio´n, observe que el conjunto de medida nula en (2.12) contiene al
conjunto de todos los x ∈ X para los cuales fnk no converge puntualmente a f .
Observacio´n 2.4. En muchas situaciones, dada una sucesio´n de funciones sera´ necesario
obtener de ella una subsucesio´n convergente. Esto puede lograrse v´ıa el siguiente resultado
que es una variante del teorema 2.2. Consideremos primero la siguiente definicio´n.
Definicio´n 2.6. Una sucesio´n de funciones medibles {fn}n∈N definidas en el espacio (X,A, µ)
es de Cauchy en medida si para todo ǫ > 0 existe n0 ∈ N tal que para n, m > n0 se tiene que
µ
(
{x ∈ X : |fn(x)− fm(x)| > ǫ}
)
< ǫ.
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Teorema 2.3. Sea (X,A, µ) un espacio de medida y {fn}n∈N una sucesio´n de funciones a
valor complejo definidas sobre X. Si {fn}n∈N es una sucesio´n de Cauchy en medida, entonces
existe una subsucesio´n de fn que converge puntualmente µ−c.t.p.
Demostracio´n. La demostracio´n es similar a la del teorema 2.2. Para cada k = 1, 2, 3, . . .
elijamos inductivamente nk tal que
µ
(
{x ∈ X : |fnk(x)− fnk+1(x)| > 2
−k}
)
< 2−k, (2.13)
y de tal manera que n1 < n2 < n3 < . . . < nk < nk+1 < . . .. Definamos el conjunto
Ak =
{
x ∈ X : |fnk(x)− fnk+1(x)| > 2
−k
}
.
Tal como en la demostracio´n del teorema 2.2, (2.13) implica
µ
(
∞⋂
m=1
∞⋃
k=m
Ak
)
= 0. (2.14)
Para x /∈
∞⋃
k=m
Ak y i ≥ j ≥ j0 ≥ m (y j0 lo suficientemente grande) se tiene que
|fni(x)− fnj(x)| ≤
i−1∑
l=j
|fnl(x)− fnl+1(x)| ≤
i∑
l=j
2−l ≤ 21−j ≤ 21−j0.
Esto implica que la sucesio´n {fni(x)}i∈N es de Cauchy para todo x en el conjunto
(
∞⋃
k=m
Ak
)c
y por lo tanto converge para tales x. Definiendo la funcio´n
f(x) =


l´ım
j→∞
fnj(x) si x /∈
∞⋂
m=1
∞⋃
k=m
Ak
0 si x ∈
∞⋂
m=1
∞⋃
k=m
Ak
Concluimos que fnj → f casi en todas partes.
Proposicio´n 2.6. Si f ∈ Weak Lp y µ
(
{x ∈ X : f(x) 6= 0}
)
< ∞, entonces f ∈ Lq para
todo q < p. Por otra parte, si f ∈Weak Lp ∩ L∞ entonces f ∈ Lq para todo q > p.
Demostracio´n. Si p <∞, de la proposicio´n 2.4 se tiene que
∫
X
|f(x)|q dµ = q
∞∫
0
λq−1Df (λ) dλ
= q
1∫
0
λq−1Df (λ) dλ+ q
∞∫
1
λq−1Df(λ) dλ. (2.15)
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Note que
µ
(
{x ∈ X : |f(x)| > λ}
)
≤ µ
(
{x ∈ X : f(x) 6= 0}
)
.
Luego
µ
(
{x ∈ X : |f(x)| > λ}
)
≤ C para todo λ ≥ 0,
as´ı de (2.15), para q < p se tiene que
∫
X
|f(x)|q dµ ≤ qC
1∫
0
λq−1 dλ+ qC
∞∫
1
λq−p−1 dλ = C +
qCλq−p
q − p
]∞
1
<∞.
Concluimos que f ∈ Lq siempre y cuando q < p .
Si f ∈Weak Lp ∩ L∞, entonces
∫
X
|f(x)|q dµ = q
∞∫
0
λq−1Df (λ) dλ = q
M∫
0
λq−1Df(λ) dλ+ q
∞∫
M
λq−1Df(λ) dλ,
donde M = esssup|f(x)|. Note que
µ
(
{x ∈ X : |f(x)| > λ}
)
= 0 para λ > M,
como f ∈Weak Lp ∩ L∞, tenemos
q
∞∫
M
λq−1Df (λ) dλ = 0 y Df(λ) ≤
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
λp
.
Luego para q > p se tiene
∫
X
|f(x)|q dµ = q
M∫
0
λq−1Df (λ) dλ ≤ q
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
M∫
0
λq−p−1 dλ =
q
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
M q−p
q − p
<∞.
Concluimos que f ∈ Lq siempre y cuando q > p.
Proposicio´n 2.7. Sea f ∈Weak Lp0 ∩Weak Lp1 con p0 < p < p1, entonces f ∈ Lp.
Demostracio´n. Elijamos x0 tal que Df(x0) <∞ y escribamos f de la siguiente manera
f = fχ{|f |≤x0} + fχ{|f |>x0} = f1 + f2.
Observe que f1 ≤ f and f2 ≤ f . Como f ∈WeakLp0 ∩WeakLp1 en particular f1 ∈WeakLp0
y f2 ∈Weak Lp1 . Es claro que f1 es acotada, por otra parte
µ
(
{x ∈ X : f2(x) 6= 0}
)
= µ
(
{x ∈ X : |f(x)| > x0}
)
= Df(x0) <∞.
Por proposicio´n 2.6, se tiene que f1 ∈ Lp y f2 ∈ Lp. Como Lp es un espacio vectorial,
concluimos que f ∈ Lp.
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2.3. Un resultado de interpolacio´n
Un resultado cla´sico de interpolacio´n en Lp dice que toda funcio´n en el conjunto Lp(X, µ)∩
Lq(X, µ), pertenece al espacio Lr(X, µ) para todo p < r < q. El mismo resultado se tiene
para los espacios L(p,∞). La siguiente proposicio´n es un mejoramiento de la propiedad de
interpolacio´n en espacios Weak Lp.
Proposicio´n 2.8. Sea 0 < p < q ≤ ∞ y f ∈ L(p,∞)∩L(q,∞). Entonces f pertenece a Lr para
todo p < r < q y
∥∥f∥∥
Lr
≤
(
r
r − p
+
r
q − r
)1/r ∥∥f∥∥
1
r−
1
q
1
p−
1
q
L(p,∞)
∥∥f∥∥
1
p−
1
r
1
p−
1
q
L(q,∞)
. (2.16)
Demostracio´n. Tomemos q <∞. Sabemos que
Df (λ) ≤ mı´n
(∥∥f∥∥p
Lp,∞
λp
,
∥∥f∥∥q
Lq,∞
λq
)
. (2.17)
Definamos
B =
(∥∥f∥∥q
Lq,∞∥∥f∥∥p
Lp,∞
) 1
q−p
. (2.18)
Estimemos ahora la norma Lr de f . Por (2.17), (2.18), se tiene que
∥∥f∥∥r
Lr
= r
∞∫
0
λr−1Df(λ) dλ
≤ r
∞∫
0
λr−1mı´n
(∥∥f∥∥p
Lp,∞
λp
,
∥∥f∥∥q
Lq,∞
λq
)
dλ
= r
B∫
0
λr−1−p
∥∥f∥∥p
Lp,∞
dλ+ r
∞∫
B
λr−1−q
∥∥f∥∥q
Lq,∞
dλ (2.19)
=
r
r − q
∥∥f∥∥p
Lp,∞
Br−p +
r
q − r
∥∥f∥∥q
Lq,∞
Br−q
=
(
r
r − p
+
r
q − r
)(∥∥f∥∥p
L(p,∞)
) q−r
q−p
(∥∥f∥∥q
L(q,∞)
) r−p
q−p
.
Observe que la integral converge, ya que r − p > 0 y r − q < 0.
El caso q = ∞ no es complicado. Como Df(λ) = 0 para λ > ‖f‖L∞, so´lo necesitamos la
desigualdad
Df(λ) ≤ λ
−p
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
,
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con λ ≤ ‖f‖L∞, en la estimacio´n de la primera integral en (2.19). Por tanto se tiene∥∥f∥∥r
Lr
≤
r
r − p
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
∥∥f∥∥r−p
L∞
,
que no es otra cosa que la desigualdad (2.16) cuando q =∞. Esto completa la demostracio´n.
Note que (2.16) tendr´ıa constante 1 si L(p,∞) y L(q,∞) son reemplazados por Lp y Lq respec-
tivamente.
En muchas ocasiones es conveniente trabajar con funciones que pertenecen a Lp localmente,
o dicho de otra manera, funciones localmente integrables. Esto motiva la siguiente definicio´n.
Definicio´n 2.7. Para 0 < p < ∞, el espacio Lploc(R
n, m) o simplemente Lploc(R
n) (donde
m denota la medida de Lebesgue) es el conjunto de todas las funciones f Lebesgue-medibles
definidas en Rn que satisfacen
∫
K
|f(x)|p dx <∞, (2.20)
para cualquier subconjunto compacto K de Rn. Funciones que satisfacen (2.20) con p = 1 se
llaman funciones localmente integrables sobre Rn.
La unio´n de todos los espacios Lp(R
n) para 1 ≤ p ≤ ∞ esta´ contenida en L1loc(R
n).
Ma´s au´n, para 0 < p < q <∞ tenemos lo siguiente:
Lq(R
n) ⊆ Lqloc(R
n) ⊆ Lploc(R
n).
Funciones en Lp(R
n) para 0 < p < 1 pueden no ser localmente integrables. Por ejemplo, consi-
deremos la funcio´n f(x) = |x|−α−nχ{x:|x|≤1} la cual pertenece a Lp(R
n) cuando p < n/(n+α),
observe que f no es integrable sobre cualquier conjunto abierto en Rn que contiene al origen.
En lo que sigue necesitaremos el siguiente resultado.
Proposicio´n 2.9. Sea {aj}j∈N una sucesio´n de reales positivos.
a)
(
∞∑
j=1
aj
)θ
≤
∞∑
j=1
aθj para 0 ≤ θ ≤ 1. Siempre que
∞∑
j=1
aθj <∞.
b)
∞∑
j=1
aθj ≤
(
∞∑
j=1
aj
)θ
para 1 ≤ θ <∞. Siempre que
∞∑
j=1
aj <∞.
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c)
(
N∑
j=1
aj
)θ
≤ N θ−1
N∑
j=1
aθj cuando 1 ≤ θ <∞.
d)
(
N∑
j=1
aθj
)
≤ N1−θ
(
N∑
j=1
aj
)θ
cuando 0 ≤ θ ≤ 1.
Demostracio´n. (a) Procediendo por induccio´n, note que si 0 ≤ θ ≤ 1, entonces θ − 1 ≤ 0,
adema´s a1 + a2 ≥ a1 y a1 + a2 ≥ a2 de donde (a1 + a2)
θ−1 ≤ aθ−11 y (a1 + a2)
θ−1 ≤ aθ−12 por
lo tanto
a1(a1 + a2)
θ−1 ≤ aθ1 y a2(a1 + a2)
θ−1 ≤ aθ2.
As´ı
a1(a1 + a2)
θ−1 + a2(a1 + a2)
θ−1 ≤ aθ1 + a
θ
2,
luego, tomando factor comu´n en el lado izquierdo de la desigualdad anterior, se tiene que
(a1 + a2)
θ−1(a1 + a2) ≤ a
θ
1 + a
θ
2,
(a1 + a2)
θ ≤ aθ1 + a
θ
2.
Ahora, supongamos verdadero que
(
n∑
j=1
aj
)θ
≤
n∑
j=1
aθj .
Como
n∑
j=1
aj + an+1 ≥ an+1,
y
n∑
j=1
aj + an+1 ≥
n∑
j=1
aj,
se tiene que (
n∑
j=1
aj + an+1
)θ−1
≤ aθ−1n+1,
y (
n∑
j=1
aj + an+1
)θ−1
≤
(
n∑
j=1
aj
)θ−1
.
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Por consiguiente(
n∑
j=1
aj + an+1
)θ−1( n∑
j=1
aj + an+1
)
≤ aθn+1 +
(
n∑
j=1
aj
)θ
(
n∑
j=1
aj + an+1
)θ
≤ aθn+1 +
(
n∑
j=1
aj
)θ
≤ aθn+1 +
n∑
j=1
aθj =
n+1∑
j=1
aθj .
En consecuencia si
∞∑
j=1
aθj <∞, tenemos que
(
∞∑
j=1
aj
)θ
≤
∞∑
j=1
aθj .
(b) Como
∞∑
j=1
aj <∞, entonces l´ım
j→∞
aj = 0, lo cual implica que existe n0 ∈ N tal que
0 < aj < 1 if j ≥ n0,
como 1 ≤ θ <∞, se tiene que
aθj < aj para cada j ≥ n0.
Esto implica que
∞∑
j=1
aθj <∞.
Consideremos la sucesio´n {aθj}j∈N, con 1 ≤ θ, entonces 0 <
1
θ
≤ 1 aplicando la parte (a)
obtenemos (
∞∑
j=1
aθj
) 1
θ
≤
∞∑
j=1
(
aθj
) 1
θ =
∞∑
j=1
aj ,
y as´ı
∞∑
j=1
aθj ≤
(
∞∑
j=1
aj
)θ
.
(c) Por la desigualdad de Ho¨lder se tiene que
N∑
j=1
aj ≤
(
N∑
j=1
1
)1− 1
θ
(
N∑
j=1
aθj
) 1
θ
= N
θ−1
θ
(
N∑
j=1
aθj
) 1
θ
.
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Entonces (
N∑
j=1
aj
)θ
≤ N θ−1
N∑
j=1
aθj .
(d) Nuevamente, por la desigualdad de Ho¨lder
N∑
j=1
aθj ≤
(
N∑
j=1
1
)1−θ( N∑
j=1
(
aθj
) 1
θ
)θ
= N1−θ
(
N∑
j=1
aj
)θ
.
Proposicio´n 2.10. Sean f1, ..., fN funciones en L(p,∞), entonces
a)
∥∥∥ N∑
j=1
fj
∥∥∥
L(p,∞)
≤ N
N∑
j=1
‖fj‖L(p,∞) para 1 ≤ p <∞.
b)
∥∥∥ N∑
j=1
fj
∥∥∥
L(p,∞)
≤ N
1
p
N∑
j=1
‖fj‖L(p,∞) para 0 < p < 1.
Demostracio´n. Primero que todo, note que para α > 0 y N ≥ 1
|f1|+ . . .+ |fN | ≥ |f1 + f2 + . . .+ fN | > α ≥
α
N
.
Por consiguiente{
x ∈ X : |f1 + f2 + . . .+ fN | > α
}
⊂
{
x ∈ X : |f1| >
α
N
}
∪
{
x ∈ X : |f1| >
α
N
}
∪ . . .
. . . ∪
{
x ∈ X : |fN | >
α
N
}
.
Luego
µ
(
{x ∈ X : |f1 + f2 + ...+ fN | > α}
)
≤
N∑
j=1
µ
({
x ∈ X : |fj | >
α
N
})
,
esto es
D∑ fj(α) ≤
N∑
j=1
Dfj
( α
N
)
.
As´ı
∥∥∥ N∑
j=1
fj
∥∥∥p
L(p,∞)
= sup
α>0
αpD∑ fj(α) ≤
N∑
j=1
sup
α>0
αpDfj
( α
N
)
=
N∑
j=1
sup
α>0
αpDNfj(α)
=
N∑
j=1
‖Nfj‖
p
L(p,∞)
= Np
N∑
j=1
‖fj‖
p
L(p,∞)
.
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Por tanto ∥∥∥ N∑
j=1
fj
∥∥∥
L(p,∞)
≤ N
(
N∑
j=1
‖fj‖
p
L(p,∞)
) 1
p
.
Por proposicio´n (2.9) parte (a) con 0 < 1
p
< 1 se tiene que
∥∥∥ N∑
j=1
fj
∥∥∥
L(p,∞)
≤ N
N∑
j=1
‖fj‖L(p,∞).
(b) En la parte (a) se obtuvo que
∥∥∥ N∑
j=1
fj
∥∥∥p
L(p,∞)
≤ Np
(
N∑
j=1
∥∥fj∥∥pL(p,∞)
)
.
Ahora, como 0 < p < 1, entonces 1 < 1
p
, aplicando la proposicio´n 2.9 (c) se tiene que
∥∥∥ N∑
j=1
fj
∥∥∥
L(p,∞)
≤ N
(
N∑
j=1
∥∥fj∥∥pL(p,∞)
) 1
p
≤ N(N
1
p
−1)
N∑
j=1
(∥∥fj∥∥pL(p,∞)
) 1
p
= N
1
p
N∑
j=1
∥∥fj∥∥L(p,∞).
Proposicio´n 2.11. Sea f una funcio´n medible definida en (X, µ) y λ > 0, definamos
fλ = fχ{|f |>λ} y f
λ = f − fλ = fλ = fχ{|f |≤λ}.
a) Entonces
Dfλ(α) =
{
Df (α) si α > λ
Df (λ) si α ≤ λ.
Dfλ(α) =
{
0 si α ≥ λ
Df (α)−Df(λ) si α < λ.
b) Si f ∈ Lp(X, µ) entonces
∥∥fλ∥∥pLp = p
∞∫
λ
αp−1Df(α) dα+ λ
pDf (λ),
∥∥fλ∥∥p
Lp
= p
λ∫
0
αp−1Df(α) dα− λ
pDf(λ),
∫
λ<|f |≤δ
|f |p dµ = p
δ∫
λ
αp−1Df(α) dα− δ
pDf (α) + λ
pDf(λ),
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c) Si f pertenece a L(p,∞) entonces f
λ pertenece a Lq(X, µ) para q > p y fλ pertenece a
Lq(X, µ) para q < p. Por lo tanto L(p,∞) ⊆ Lp0+Lp1 siempre que 0 < p0 < p < p1 ≤ ∞.
Demostracio´n. (a) Note que
Dfλ(α) = µ
(
{x : |f(x)|χ{|f |>λ}(x) > α}
)
= µ
(
{x : |f(x)| > α} ∩ {x : |f | > λ}
)
,
si α > λ, entonces {x : |f(x)| > α} ⊆ {x : |f | > λ}, luego
Dfλ(α) = µ
(
{x : |f(x)| > α} ∩ {x : |f | > λ}
)
= µ
(
{x : |f(x)| > α}
)
= Df(α).
Si α ≤ λ, se tiene que {x : |f(x)| > λ} ⊆ {x : |f | > α}, por tanto
Dfλ(α) = µ
(
{x : |f(x)| > α} ∩ {x : |f | > λ}
)
= µ
(
{x : |f(x)| > λ}
)
= Df(λ).
Y as´ı
Dfλ(α) =
{
Df(α) si α > λ
Df(λ) si α ≤ λ.
(2.21)
A continuacio´n consideremos
Dfλ(α) = µ
(
{x : |f(x)|χ{|f |≤λ}(x) > α}
)
= µ
(
{x : |f(x)| > α} ∩ {x : |f(x)| ≤ λ}
)
,
si α ≥ λ entonces {x : |f | > α} ∩ {x : |f(x)| ≤ λ} = ∅, por tanto Dfλ(α) = 0.
Si α < λ, se tiene
Dfλ(α) = µ
(
{x : |f(x)| > α} ∩ {x : |f(x)| ≤ λ}
)
= µ
(
{x : |f(x)| > α} ∩ {x : |f(x)| > λ}c
)
= µ
(
{x : |f(x)| > α}\{x : |f(x)| > λ}
)
= µ
(
{x : |f(x)| > α}
)
− µ
(
{x : |f(x)| > λ}
)
= Df (α)−Df(λ),
por consiguiente
Dfλ(α) =
{
0 si α ≥ λ
Df (α)−Df(λ) si α < λ.
(2.22)
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(b) Si f ∈ Lp(X, µ), entonces
∥∥fλ∥∥pLp = p
∞∫
0
αp−1Dfλ(α) dα = p
λ∫
0
αp−1Dfλ(α) dα+ p
∞∫
λ
αp−1Dfλ(α) dα.
Por (2.21) se tiene que
∥∥fλ∥∥pLp = p
λ∫
0
αp−1Df(λ) dα+ p
∞∫
λ
αp−1Df(α) dα = λ
pDf (λ) + p
∞∫
λ
αp−1Df(α) dα.
Adema´s
∥∥fλ∥∥p
Lp
= p
∞∫
0
αp−1Dfλ(α) dα = p
λ∫
0
αp−1Dfλ(α) dα+ p
∞∫
λ
αp−1Dfλ(α) dα,
por (2.22) se obtiene
∥∥fλ∥∥p
Lp
= p
λ∫
0
αp−1
(
Df(α)−Df (λ)
)
dα = p
λ∫
0
αp−1Df(α) dα− λ
pDf(λ).
A continuacio´n∫
λ<|f |≤δ
|f |p dµ =
∫
|f |>λ
|f |p dµ−
∫
|f |>δ
|f |p dµ
=
∫
X
|f |pχ{|f |>λ} dµ−
∫
X
|f |pχ{|f |>δ} dµ
=
∫
X
|fλ|
p dµ−
∫
X
|fδ|
p dµ
= p
∞∫
λ
αp−1Df(α) dα+ λ
pDf (λ)− p
∞∫
δ
αp−1Df(α) dα− δ
pDf(δ)
= p

 ∞∫
λ
αp−1Df(α) dα−
∞∫
δ
αp−1Df (α) dα

+ λpDf(λ)− δpDf(δ)
= p
δ∫
λ
αp−1Df(α) dα− δ
pDf(α) + λ
pDf(λ).
(c) Sabemos que
Df(α) ≤
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
αp
,
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por tanto si q > p
∥∥fλ∥∥q
Lq
= q
λ∫
0
αq−1Df(α) dα− λ
qDf(λ)
≤ q
λ∫
0
αq−1
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
αp
dα− λqDf(λ)
= q
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
λq−p
q − p
− λqDf(λ) ≤ q
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
λq−p
q − p
<∞.
En consecuencia fλ ∈ Lq siempre que q > p.
Ahora, si q < p, entonces
∥∥fλ∥∥qLq = q
∞∫
λ
αq−1Df(α) dα+ λ
qDf(λ)
≤ q
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
∞∫
λ
αq−p−1 dα+ λqDf (λ)
= q
λq−p
p− q
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
+ λqDf(λ) <∞.
Luego fλ ∈ Lq siempre que q < p.
Finalmente, como f ∈ L(p,∞) y f = f
λ + fλ donde f
λ ∈ Lp1 si p < p1 y fλ ∈ Lp0 si p0 < p.
Entonces
L(p,∞) ⊆ Lp0 + Lp1 para 0 < p0 < p < p1 ≤ ∞.
Proposicio´n 2.12. Sea (X, µ) un espacio de medida y E un subconjunto de X tal que
µ(E) <∞. Entonces
a) si 0 < q < p se tiene que∫
E
|f(x)|q dµ ≤
p
p− q
[
µ(E)
]1− q
p
∥∥f∥∥q
L(p,∞)
para f ∈ L(p,∞).
b) Si µ(X) <∞ y 0 < q < p, entonces
Lp(X, µ) ⊆ L(p,∞) ⊆ Lq(X, µ).
24 2 Espacios Weak Lp
Demostracio´n. Sea f ∈ L(p,∞), entonces∫
E
|f |q dµ
= q
∞∫
0
λq−1µ
(
{x ∈ E : |f(x)| > λ}
)
dλ
≤ q
[
µ(E)
]− 1p
‖f‖L(p,∞)∫
0
λq−1µ(E) dλ+ q
∞∫
[
µ(E)
]− 1p
‖f‖L(p,∞)
λq−1Df(λ) dλ
≤ q
[
µ(E)
]− 1p
‖f‖L(p,∞)∫
0
λq−1µ(E) dλ+ q
∞∫
[
µ(E)
]− 1p
‖f‖L(p,∞)
λq−1
‖f‖pL(p,∞)
λp
dλ
=
([
µ(E)
]− 1
p‖f‖L(p,∞)
)q
µ(E) +
q
p− q
([
µ(E)
]− 1
p‖f‖L(p,∞)
)q−p
‖f‖pL(p,∞)
=
[
µ(E)
]1− q
p‖f‖qL(p,∞) +
q
p− q
[
µ(E)
]1− q
p‖f‖qL(p,∞)
=
p
p− q
[
µ(E)
]1− q
p ‖f‖qL(p,∞).
Por consiguiente ∫
E
|f |q dµ ≤
p
p− q
[
µ(E)
]1− q
p
∥∥f∥∥q
L(p,∞)
.
(b) Si µ(X) <∞, entonces∫
X
|f |q dµ ≤
p
p− q
[
µ(X)
]1− q
p
∥∥f∥∥q
L(p,∞)
.
En consecuencia
Lp ⊆ L(p,∞) ⊆ Lq.
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2.4. Normabilidad de Weak Lp para p > 1
La cuasi-norma ‖.‖L(p,∞) constituye un importante herramienta para establecer varias propie-
dades inherentes al espacio WeakLp tal y como se ha hecho en las secciones precedentes, sin
embargo ‖.‖L(p,∞) no permite establecer de manera rigurosa la estructura de espacio normado
para WeakLp, pese a que lo sugiere. En este sentido y con el fin de establecer si WeakLp es
un espacio vectorial normado, consideremos lo siquiente.
Sea (X,A, µ) un espacio de medida y 0 < p <∞. Fijemos 0 < r < p y definamos
∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣
L(r,p,∞)
= sup
0<µ(E)<∞
[
µ(E)
]− 1
r
+ 1
p

∫
E
|f |r dµ


1
r
, (2.23)
donde el supremo se toma sobre todos los subconjuntos medibles E de X de medida finita.
Proposicio´n 2.13. Sea f ∈ L(p,∞), entonces
∥∥f∥∥
L(p,∞)
≤
∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣
L(r,p,∞)
≤
(
p
p− r
) 1
r ∥∥f∥∥
L(p,∞)
.
Demostracio´n. Por proposicio´n 2.12 parte (a) con q = r se tiene que
∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣
L(r,p,∞)
= sup
0<µ(E)<∞
[
µ(E)
]− 1
r
+ 1
p

∫
E
|f |r dµ


1
r
≤ sup
0<µ(E)<∞
[
µ(E)
]− 1
r
+ 1
p
(
p
p− r
[
µ(E)
]1− r
p
∥∥f∥∥r
L(p,∞)
) 1
r
= sup
0<µ(E)<∞
[
µ(E)
]− 1
r
+ 1
p
(
p
p− r
) 1
r [
µ(E)
] 1
r
− 1
p
∥∥f∥∥
L(p,∞)
=
(
p
p− r
) 1
r ∥∥f∥∥
L(p,∞)
.
De otro lado, por definicio´n
[
µ(E)
]− 1
r
+ 1
p

∫
E
|f |r dµ


1
r
≤
∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣
L(r,p,∞)
,
para todo E ∈ A tal que µ(E) < ∞. Ahora, consideremos A =
{
x : |f(x)| > α
}
, donde
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f ∈ L(p,∞). Observe que µ(A) <∞. Entonces
∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣p
L(r,p,∞)
≥

[µ(A)]− 1r+ 1p

∫
A
|f |r dµ


1
r


p
≥
[
Df(α)
]− p
r
+1

∫
A
αr dµ


p
r
=
[
Df(α)
]− p
r
+1
αp
[
Df (α)
]p
r = αpDf (α).
Esto es
αpDf(α) ≤
∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣
L(r,p,∞)
,
y por tanto
sup
α>0
αpDf (α) ≤
∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣
L(r,p,∞)
.
En (2.23), tomemos p > 1 y fijemos r = 1. Ahora definamos∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣
L(p,∞)
:=
∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣
L(1,p,∞)
,
es decir ∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣
L(p,∞)
= sup
0<µ(E)<∞
[
µ(E)
]−1+ 1
p
∫
E
|f | dµ. (2.24)
De la proposicio´n 2.13, se tiene que
Weak Lp =
{
f ∈ F
(
X, µ
)
:
∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣
L(p,∞)
<∞
}
,
donde F
(
X, µ
)
es el espacio de todas las funciones medibles. Con esta redefinicio´n de WeakLp
podemos enunciar y demostrar el resultado que se quiere.
Corolario 2.2. Para p > 1,
(
Weak Lp,
∣∣∣∣∣∣.∣∣∣∣∣∣
L(p,∞)
)
es un espacio vectorial normado.
Demostracio´n. Veamos que
∣∣∣∣∣∣.∣∣∣∣∣∣
L(p,∞)
es una norma.
Por la proposicio´n 2.3, f ≡ 0 si y so´lo si ‖f‖L(p,∞) = 0. Por otra parte, de la proposicio´n 2.13
se tiene que
0 <
∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣
L(p,∞)
≤
(
p
p− 1
)∥∥f∥∥
L(p,∞)
,
luego f ≡ 0 si y so´lo si
∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣
L(p,∞)
= 0.
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Para demostrar la desigualdad tria´ngular y la propiedad de dilatacio´n de la norma, considere
la funcio´n cf + g donde f, g ∈Weak Lp y c ∈ C, entonces de (2.24) se tiene
∣∣∣∣∣∣cf + g∣∣∣∣∣∣
L(p,∞)
= sup
0<µ(E)<∞
[
µ(E)
]−1+ 1
p
∫
E
|cf + g| dµ
≤ sup
0<µ(E)<∞
[
µ(E)
]−1+ 1
p
∫
E
|c|
∣∣f ∣∣ + ∣∣g∣∣ dµ
≤ |c| sup
0<µ(E)<∞
[
µ(E)
]−1+ 1
p
∫
E
∣∣f ∣∣ dµ+ sup
0<µ(E)<∞
[
µ(E)
]−1+ 1
p
∫
E
∣∣g∣∣ dµ
= |c|
∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣
L(p,∞)
+
∣∣∣∣∣∣g∣∣∣∣∣∣
L(p,∞)
.
En consecuencia
(
Weak Lp,
∣∣∣∣∣∣.∣∣∣∣∣∣
L(p,∞)
)
es un espacio vectorial normado.
Nota: Ma´s que un espacio normado, Weak Lp es un espacio de Banach. Para los detalles,
ve´ase [Gra08].
Finalmente se a establecido la estructura de espacio normado para espacios Weak Lp, todo
gracias a la definicio´n de la norma (2.24).
Pese a su utilidad teo´rica, La complejidad de su definicio´n hace que en la pra´ctica esta nor-
ma resulte poco pertinenete para establecer resultados concretos en espacios Weak Lp, no
obstante, de la proposicio´n 2.13 se concluye que la topolog´ıa generada por la quasi-norma y
la norma son equivalentes.
Por lo tanto, para efectos de simplicidad se sigue trabajando con la cuasi-norma ‖.‖L(p,∞),
puesto que se tiene un conocimiento ma´s detallado de e´sta, que de la propia norma.
Lema 2.1 (Fatou para L(p,∞)). Para toda sucesio´n de funciones medibles gn sobre X se
tiene ∣∣∣∣ l´ım inf
n→∞
|gn|
∣∣∣∣
L(p,∞)
≤ Cp l´ım inf
n→∞
∣∣∣∣gn∣∣∣∣L(p,∞),
para alguna constante Cp que depende solamente de p ∈ (0,∞).
Demostracio´n.∣∣∣∣ l´ım inf
n→∞
|gn|
∣∣∣∣
L(p,∞)
≤
∣∣∣∣∣∣ l´ım inf
n→∞
|gn|
∣∣∣∣∣∣
L(p,∞)
= sup
0<µ(E)<∞
[
µ(E)
]− 1
r
+ 1
p

∫
E
(
l´ım inf
n→∞
|gn|
)r
dµ


1
r
≤ sup
0<µ(E)<∞
[
µ(E)
]− 1
r
+ 1
p

∫
E
l´ım inf
n→∞
|gn|
r dµ


1
r
.
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Por el lema de Fatou
≤ sup
0<µ(E)<∞
[
µ(E)
]− 1
r
+ 1
p

l´ım inf
n→∞
∫
E
|gn|
r dµ


1
r
≤ l´ım inf
n→∞
sup
0<µ(E)<∞
[
µ(E)
]− 1
r
+ 1
p

∫
E
|gn|
r dµ


1
r
≤ l´ım inf
n→∞
(
p
p− r
) 1
r ∥∥gn∥∥L(p,∞)
=
(
p
p− r
) 1
r
l´ım inf
n→∞
∥∥gn∥∥L(p,∞).
Finalmente, ∥∥ l´ım inf
n→∞
|gn|
∥∥
L(p,∞)
≤
(
p
p− r
) 1
r
l´ım inf
n→∞
∥∥gn∥∥L(p,∞) .
El siguiente resultado mejora la desigualdad del lema 2.1.
Lema 2.2. Para toda sucesio´n de funciones medibles gn sobre X se tiene∥∥ l´ım inf
n→∞
|gn|
∥∥
L(p,∞)
≤ l´ım inf
n→∞
∥∥gn∥∥L(p,∞).
Demostracio´n. Como
Dl´ım inf
n→∞
|gn|(λ) ≤ l´ım inf
n→∞
Dgn(λ),
entonces {
C > 0 : l´ım inf
n→∞
Dgn(λ) ≤
Cp
λp
}
⊆
{
C > 0 : Dl´ım inf
n→∞
|gn|(λ) ≤
Cp
λp
}
,
y por tanto
∥∥ l´ım inf
n→∞
|gn|
∥∥
L(p,∞)
= ı´nf
{
C > 0 : Dl´ım inf
n→∞
|gn|(λ) ≤
Cp
λp
}
≤ ı´nf
{
C > 0 : l´ım inf
n→∞
Dgn(λ) ≤
Cp
λp
}
= l´ım inf
n→∞
(
ı´nf
{
C > 0 : Dgn(λ) ≤
Cp
λp
})
= l´ım inf
n→∞
∥∥gn∥∥L(p,∞).
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Una pregunta natural que surge en este estudio, ma´s au´n despues de demostrar que para
p > 1 Weak Lp es un espacio normado es si es posible o no obtener el mismo resultado
para 0 < p < 1. En este caso, la cuasi-norma se comporta de manera diferente que cuando
p > 1 tal y como muestra la siguiente proposicio´n. En [Gra08] se prueba que en efecto para
0 < p < 1 Weak Lp no se puede dotar de una norma. Sin embargo, ‖.‖L(p,∞) si induce una
me´trica en este espacio.
Proposicio´n 2.14. Sea (X,A, µ) un espacio de medida y los para´metros 0 < p < 1,
0 < s <∞.
a) Sea f una funcio´n medible sobre X. Entonces
∫
{|f |≤s}
|f | dµ ≤
s1−p
1− p
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
.
b) Sean fj, 1 ≤ j ≤ m, funciones medibles sobre X.
Entonces ∥∥ ma´x
1≤j≤m
|fj |
∥∥p
L(p,∞)
≤
m∑
j=1
∥∥fj∥∥pL(p,∞),
y adema´s
c) ∥∥f1 + ...+ fm∥∥pL(p,∞) ≤ m2− p1− p
m∑
j=1
∥∥fj∥∥pL(p,∞).
Demostracio´n. (a) Por la proposicio´n 2.11 parte (b) con p = 1, se tiene que∫
{|f |≤s}
|f | dµ =
∫
X
|f |χ{|f |≤s} dµ
=
∫
X
|f s| dµ
=
s∫
0
Df (α) dα− sDf(s)
≤
s∫
0
αpDf (α)
αp
dα
≤
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
s∫
0
dα
αp
=
s1−p
1− p
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
.
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(b) Sea ma´x
1≤j≤k
|fj(x)| = fk(x) para 1 ≤ k ≤ m, entonces
Dma´x |fj |(α) = µ
(
{x : ma´x
1≤j≤m
|fj(x)| > α}
)
= µ
(
{x : fk(x) > λ}
)
= Dfk(α) para algu´n 1 ≤ k ≤ m
≤
m∑
j=1
Dfj (α).
Entonces
αpDma´x |fj |(α) ≤
m∑
j=1
supαpDfj (α),
y por tanto ∥∥ ma´x
1≤j≤m
|fj|
∥∥p
L(p,∞)
≤
m∑
j=1
∥∥fj∥∥pL(p,∞).
(c) Observe que
ma´x
1≤j≤m
|fj | ≤ |f1|+ |f2|+ ... + |fm|,
esto implica que {
x : ma´x
1≤j≤m
|fj(x)| > α
}
⊆
{
x : |f1|+ ...+ |fm| > α
}
,
entonces{
x : |f1|+ ...+ |fm| > α
}
=
({
x : |f1|+ ... + |fm| > α
}
∩
{
x : ma´x
1≤j≤m
|fj(x)| ≤ α
})
∪
{
x : ma´x
1≤j≤m
|fj(x)| > α
}
.
Luego,
Df1+...+fm(α) = µ
(
{x : |f1 + ...+ fm| > α}
)
≤ µ
(
{x : |f1|+ ... + |fm| > α}
)
≤ µ
(
{x : |f1|+ ... + |fm| > α} ∩ {x : ma´x
1≤j≤m
|fj(x)| ≤ α}
)
+ µ
(
{x : ma´x
1≤j≤m
|fj(x)| > α}
)
= µ
({
x ∈ {x : ma´x
1≤j≤m
|fj(x)| ≤ α} : |f1|+ ...+ |fm| > α
})
+ µ
(
{x : ma´x
1≤j≤m
|fj(x)| > α}
)
= µ
({
x :
(
|f1|+ ... + |fm|
)
χ{x:ma´x |fj |≤α} > α
})
+ µ
(
{x : ma´x
1≤j≤m
|fj(x)| > α}
)
.
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Por desigualdad de Chebyshev
Df1+...+fm(α) ≤
1
α
∫
{x:ma´x |fj |≤α}
(
|f1|+ ... + |fm|
)
dµ+Dma´x |fj |(α)
=
m∑
j=1
1
α
∫
{x:ma´x |fj |≤α}
|fj| dµ+Dma´x |fj |(α)
≤
m∑
j=1
1
α
∫
{x:ma´x |fj |≤α}
ma´x
1≤j≤m
|fj| dµ+Dma´x |fj |(α).
Por la parte (a) se tiene
m∑
j=1
1
α
∫
{x:ma´x |fj |≤α}
ma´x
1≤j≤m
|fj | dµ+Dma´x |fj |(α)
≤
m∑
j=1
1
α
α1−p
1− p
∥∥∥ ma´x
1≤j≤m
|fj|
∥∥∥p
L(p,∞)
+
∥∥ ma´x
1≤j≤m
|fj|
∥∥p
L(p,∞)
αp
≤
m∑
j=1
α−p
1− p
∥∥∥ ma´x
1≤j≤m
|fj |
∥∥∥p
L(p,∞)
+
m∑
j=1
∥∥ ma´x
1≤j≤m
|fj|
∥∥p
L(p,∞)
αp
.
Finalmente por la parte (b) se obtiene
αpDf1+...+fm(α) ≤
m∑
j=1
( 1
1− p
+ 1
)∥∥∥ ma´x
1≤j≤m
|fj|
∥∥∥p
L(p,∞)
=
m∑
j=1
(
2− p
1− p
)∥∥∥ ma´x
1≤j≤m
|fj|
∥∥∥p
L(p,∞)
≤
2− p
1− p
m∑
j=1
m∑
j=1
∥∥fj∥∥pL(p,∞)
= m
2− p
1− p
m∑
j=1
∥∥fj∥∥pL(p,∞).
Proposicio´n 2.15 (Desigualdad de Lyapunov para Weak Lp). Sea (X, µ) un espacio de
medida. Suponga que 0 < p0 < p < p1 < ∞ y
1
p
= 1−θ
p0
+ θ
p1
para algu´n θ ∈ [0, 1]. Si
f ∈ L(p0,∞) ∩ L(p1,∞), entonces f ∈ L(p,∞) y
∥∥f∥∥
L(p,∞)
≤
∥∥f∥∥1−θ
L(p0,∞)
∥∥f∥∥θ
L(p1,∞)
.
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Demostracio´n. Observe que
αpDf (α) = α
p(1−θ+θ)
[
Df(α)
]p(1
p
)
= αp(1−θ)αpθ
[
Df(α)
]p(1−θ
p0
+
θ
p1
)
= αp(1−θ)
[
Df (α)
]p(1−θ
p0
)
αpθ
[
Df(α)
]pθ
p1
=
[
αp0Df(α)
]p(1−θ
p0
)[
αp1Df(α)
]pθ
p1 .
Por tanto,
αpDf (α) ≤
[
sup
α>0
αp0Df(α)
]p(1−θ
p0
) [
sup
α>0
αp1Df(α)
]pθ
p1
αpDf(α) ≤
[∥∥f∥∥p0
L(p0,∞)
]p(1−θ
p0
) [∥∥f∥∥p1
L(p1,∞)
]pθ
p1 .
Finalmente,
sup
α>0
αpDf(α) ≤
[∥∥f∥∥p0
L(p0,∞)
]p(1−θ
p0
) [∥∥f∥∥p1
L(p1,∞)
]pθ
p1
∥∥f∥∥p
L(p,∞)
≤
[∥∥f∥∥1−θ
L(p0,∞)
∥∥f∥∥θ
L(p1,∞)
]p
∥∥f∥∥
L(p,∞)
≤
∥∥f∥∥1−θ
L(p0,∞)
∥∥f∥∥θ
L(p1,∞)
.
Teorema 2.4 (Desigualdad de Ho¨lder para espacios Weak Lp). Sea fj ∈ L(pj ,∞) donde
0 < pj <∞ y 1 ≤ j ≤ k. Sea
1
p
=
1
p1
+ ... +
1
pk
.
Entonces ∥∥f1...fk∥∥L(p,∞) ≤ p− 1p
k∏
j=1
p
1
pj
j
k∏
j=1
∥∥fj∥∥L(pj,∞).
Demostracio´n. Consideremos
∥∥fj∥∥L(pj,∞) = 1 con 1 ≤ j ≤ k. Sean x1, . . . , xn nu´meros reales
positivos tales que
1
x1
. . .
1
xk
= α,
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entonces
Df1...fk(α) = Df1...fk
(
1
x1
. . .
1
xk
)
≤ Df1
(
1
x1
)
+Df2
(
1
x2
)
+ . . .+Dfk
(
1
xk
)
, (2.25)
como
1 =
∥∥fj∥∥pjL(pj ,∞) ≥ supj
(
1
xj
)pj
Dfj
(
1
xj
)
,
entonces (
1
xj
)pj
Dfj
(
1
xj
)
≤ 1,
por tanto
Dfj
(
1
xj
)
≤ x
pj
j for 1 ≤ j ≤ k.
Luego, podemos expresar (2.25) de la siguiente manera
Df1...fk
(
1
x1
. . .
1
xk
)
≤ xp11 + x
p2
2 + . . .+ x
pk
k .
A continuacio´n, definamos
F (x1, . . . , xk) = x
p1
1 + x
p2
2 + . . .+ x
pk
k .
En lo que sigue, usaremos multiplicadores de Lagrange con el fin de obtener el mı´nimo valor
de F sujeto a la restriccio´n.
1
x1
. . .
1
xk
= α.
Esto es
f(x1, x2, . . . , xk) = x
p1
1 + x
p2
2 + . . .+ x
pk
k
g(x1, x2, . . . , xk) = x1x2 . . . xk −
1
α
.
Consideremos ahora
∇F = λ∇g.
Entonces se tiene
p1x
p1−1
1 = λ(x2x3 . . . xk)
p2x
p2−1
2 = λ(x1x3 . . . xk)
...
pjx
pj−1
j = λ(x1x3 . . . xk),
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por tanto
p1x
p1
1 = λ(x1x2 . . . xk)
p2x
p2
2 = λ(x1x2 . . . xk)
...
pjx
pj
j = λ(x1x2 . . . xk).
Observe que
x1x2 . . . xk =
1
α
. (2.26)
Por otro lado note que
p1x
p1
1 = pjx
pj
j para 2 ≤ j ≤ k. (2.27)
Ahora reemplazando (2.27) en (2.26) se obtiene
x1
(
p1
p2
) 1
p2
x
p1
p2
1
(
p1
p3
) 1
p3
x
p1
p3 . . .
(
p1
pk
) 1
pk
x
p1
pk
1
= x1
(
p1
p2
) 1
p2
(
p1
p3
) 1
p3
. . .
(
p1
pk
) 1
pk
x
p1
p2
+
p1
p3
+...+
p1
pk
1 =
1
α
, (2.28)
pero
(
p1
p1
) 1
p1
= 1,
entonces podemos expresar (2.28) como sigue
(
p1
p1
) 1
p1
(
p1
p2
) 1
p2
(
p1
p3
) 1
p3
. . .
(
p1
pk
) 1
pk
x
p1
p1
+
p1
p2
+
p1
p3
+...+
p1
pk
1 =
1
α
.
Y as´ı
p
1
p1
+ 1
p2
+...+ 1
pk
1
k∏
j=1
p
1
pj
j
x
p1
(
1
p1
+ 1
p2
+...+ 1
pk
)
1 =
1
α
.
Por tanto
p
1
p
1 x
p1
p =
k∏
j=1
p
1
pj
j
α
,
de aqu´ı
xp11 =
1
p1αp
[
k∏
j=1
p
1
pj
j
]p
.
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En consecuencia los x1 . . . xk tal que

xp11 =
1
p1αp
[
k∏
j=1
p
1
pj
j
]p
x
pj
j =
p1
pj
xp11
(2.29)
son los u´nicos puntos cr´ıticos reales.
Para estos puntos cr´ıticos reales, usando (2.29) se obtiene
xp11 + x
p2
2 + . . .+ x
pk
k = x
p1
1 +
p1
p2
xp11 + . . .+
p1
pk
xp11
= p1x
p1
1
[
1
p1
+ . . .+
1
pk
]
=
1
αp
[
k∏
j=1
p
1
pj
j
]p
1
p
.
Por otro lado observe que podemos hacer que la funcio´n
F (x1, . . . , xk) = x
p1
1 + . . .+ x
pk
k ,
sujeta a la restriccio´n
x1x2 . . . xk =
1
α
,
sea tan grande como se quiera. En efecto, si x1 =
M
α
, x2 =
1
M
y xj = 1 para 3 ≤ j ≤ k
tenemos que
F (x1, . . . , xk) = x
p1
1 + x
p2
2 + . . .+ x
pk
k
=
(
M
α
)p1
+
(
1
M
)p1
+ 1 + . . .+ 1
=
(
M
α
)p1
+
(
1
M
)p1
+ k − 2→∞ cuando M →∞,
en consecuencia, el punto cr´ıtico en (2.29) es un mı´nimo.
Por tanto
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Df1...fk(α) ≤
1
pαp
[
k∏
j=1
p
1
pj
j
]p
αpDf1...fk(α) ≤
1
p
[
k∏
j=1
p
1
pj
j
]p
,
as´ı, tenemos que
αpDf1...fk(α) ≤
1
p
[
k∏
j=1
p
1
pj
j
]p
∥∥f1 . . . fk∥∥L(p,∞) ≤
(
1
p
) 1
p
(
k∏
j=1
p
1
pj
j
)
k∏
j=1
∥∥fj∥∥L(pj,∞), (2.30)
puesto que
∥∥fj∥∥L(pj ,∞) = 1.
En general, si
∥∥fj∥∥L(pj,∞) 6= 1 donde 1 ≤ j ≤ k, hacemos gj = fj‖fj‖L(pj,∞) y usamos (2.30)
3 Operadores Multiplicacio´n y
Composicio´n en Weak Lp
3.1. Operador Multiplicacio´n
Sea F (X) el espacio de funciones a valor complejo definidas sobre un conjunto no vacio X .
Sea u : X → C una funcio´n tal que u.f esta´ en F (X) para cada f ∈ F (X), entonces la
tranformacio´n f → u.f sobre F (X) se denota por Mu. En caso de que F (X) sea un espacio
topolo´gico y Mu sea continua, llamaremos a Mu operador multiplicacio´n inducido por u.
En esta seccio´n caracterizaremos la continuidad e inversibilidad del operador multiplicacio´n
Mu en te´rminos de la acotacio´n e inversibilidad de la funcio´n medible a valor complejo u
respectivamente.
Definicio´n 3.1. Sea la funcio´n u : X → C tal que u · f , es una funcio´n medible para todo
f ∈ Weak Lp entonces el operador multiplicacio´n se denota por Mu y se define sobre el
conjunto de las funciones medibles como:
Muf = u · f.
Teorema 3.1. La transformacio´n lineal Mu : f → u.f sobre el espacio Weak Lp es acotada
si y so´lo si u es esencialmente acotada. Ma´s au´n
∥∥Mu∥∥ = ‖u‖∞
Demostracio´n. Sea u ∈ L∞(µ), entonces se tiene que
∥∥Muf∥∥L(p,∞) = supλ>0 λ
[
DMuf(λ)
]1/p
= sup
λ>0
λ
[
µ
(
{x ∈ X : |Muf(x)| > λ}
)]1/p
= sup
λ>0
λ
[
µ
(
{x ∈ X : |(u.f)(x)| > λ}
)]1/p
≤ sup
λ>0
λ
[
µ
({
x ∈ X : |f(x)| > λ
‖u‖∞
})]1/p
.
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Note que
{
x ∈ X : |(u.f)(x)| > λ
}
⊂
{
x ∈ X : ‖u‖∞|f(x)| > λ
}
=
{
x ∈ X : |f(x)| > λ
‖u‖∞
}
.
Haciendo α =
λ
‖u‖∞
se obtiene
sup
λ>0
λ
[
µ
({
x ∈ X : |f(x)| > λ
‖u‖∞
})]1/p
= sup
α>0
α‖u‖∞
[
µ
(
{x ∈ X : |f(x)| > α}
)]1/p
= ‖u‖∞ sup
α>0
α
[
µ
(
{x ∈ X : |f(x)| > α}
)]1/p
= ‖u‖∞
∥∥f∥∥
L(p,∞)
.
Por lo tanto, hemos probado que∥∥Muf∥∥L(p,∞) ≤ ‖u‖∞∥∥f∥∥L(p,∞). (3.1)
Rec´ıprocamente, supongamos que Mu es un operador acotado. Si u no es esencialmente
acotada, entonces para cada n ∈ N, el conjunto En =
{
x ∈ X : |u(x)| > n
}
tiene medida
positiva. Por otra parte note que{
x ∈ X : nχEn(x) > λ
}
⊂
{
x ∈ X : |uχEn(x)| > λ
}
,
luego
sup
λ>0
λ
[
µ
(
{x ∈ X : nχEn(x) > λ}
)]1/p
≤ sup
λ>0
λ
[
µ
(
{x ∈ X : |uχEn(x)| > λ}
)]1/p
.
Por lo tanto
n
∥∥χEn∥∥L(p,∞) ≤ ∥∥MuχEn∥∥L(p,∞).
Esto es una contradiccio´n pue´s Mu es un operador acotado.
Es claro que de (3.1) se tiene que ∥∥Mu∥∥ ≤ ‖u‖∞. (3.2)
Luego, para ǫ > 0, sea
E =
{
x ∈ X : |u(x)| > ‖u‖∞ − ǫ
}
.
Note que µ(E) > 0. Entonces{
x ∈ X :
(
‖u‖∞ − ǫ
)
χE(x) > λ
}
⊂
{
x ∈ X : |uχE(x)| > λ
}
,
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y por tanto
sup
λ>0
λ
[
µ
({
x ∈ X :
(
‖u‖∞ − ǫ
)
χE(x) > λ
})]1/p
≤ sup
λ>0
λ
[
µ
(
{x ∈ X : |uχEn(x)| > λ}
)]1/p
.
En consecuencia (
‖u‖∞ − ǫ
)∥∥χE∥∥L(p,∞) ≤ ∥∥MuχE∥∥L(p,∞),
as´ı
‖u‖∞ − ǫ ≤
∥∥MuχE∥∥L(p,∞)∥∥χE∥∥L(p,∞) ≤
∥∥Mu∥∥.
Por lo cual
‖u‖∞ ≤
∥∥Mu∥∥, (3.3)
finalmente de (3.2) y (3.3) ∥∥Mu∥∥ = ‖u‖∞.
Teorema 3.2. El conjunto de todos los operadores de multiplicacio´n sobre Weak Lp es una
suba´lgebra ma´ximal abeliana del conjunto B (Weak Lp), el a´lgebra de todos los operadores
lineales acotados sobre Weak Lp.
Demostracio´n. Sea
H =
{
Mu : u ∈ L∞
}
,
y consideremos el producto de operadores
Mu.Mv = Muv,
donde Mu,Mv ∈ H, veamos que H es una a´lgebra. Sea u, v ∈ L∞, entonces |u| ≤ ‖u‖∞ y
|v| ≤ ‖v‖∞ por tanto
‖uv‖∞ ≤ ‖v‖∞‖u‖∞,
esto implica que el producto definido es una operacio´n interna, ma´s au´n el producto usual
de funciones es conmutativo, asociativo, y distributivo respecto a la suma al igual que el
producto por escalares. Concluimos que H es una suba´lgebra de B (Weak Lp).
Veamos que H es una suba´lgebra ma´ximal, es decir dado N ∈ B (Weak Lp), si N conmuta
con H debemos demostrar que N ∈ H.
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Sea la funcio´n unidad e : X → C definida como e(x) = 1 para todo x ∈ X yN ∈ B (Weak Lp)
un operador que conmuta con H y la funcio´n caracter´ıstica χE del conjunto medible E
N(χE) = N [MχE(e)]
=MχE [N(e)]
= χE .N(e)
= N(e).χE
=Mw(χE),
donde w = N(e). De manera similar se tiene que
N(s) = Mw(s), para toda funcio´n simple s. (3.4)
Veamos que w ∈ L∞, razonando por contradiccio´n supongamos que w /∈ L∞ por tanto el
conjunto
En =
{
x ∈ X : |w(x)| > n
}
tiene medida positiva para cada n ∈ N. Note que
Mw(χEn)(x) = w(x)χEn(x) ≥ nχEn(x) para todo x ∈ X,
por el teorema 2.1
DwχEn (λ) ≥ DχEn
(
λ
n
)
,
as´ı
sup
λ>0
λpDwχEn (λ) ≥ sup
λ>0
λpDχEn
(
λ
n
)
haciendo α = λ
n
se tiene
∥∥wχEn∥∥pL(p,∞) = supλ>0 λpDwχEn (λ) ≥ np supα>0 αpDχEn (α)
= np
∥∥χEn∥∥pL(p,∞),
como χEn es una funcio´n simple, entonces por (3.4) Mw(χEn) = N(χEn), se concluye que∥∥N(χEn)∥∥L(p,∞) ≥ n∥∥χEn∥∥L(p,∞),
por tanto el operador N no es acotado, contradiccio´n.
En consecuencia w ∈ L∞ y por el teorema 3.1 Mw es acotado.
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Ahora bien, dado f ∈ Weak Lp existe una sucesio´n creciente de funciones simples {sn}n∈N
tales que l´ım
n→∞
sn = f , entonces por (3.4) se tiene
N(f) = N
(
l´ım
n→∞
sn
)
= l´ım
n→∞
N(sn) = l´ım
n→∞
Mw(sn)
=Mw
(
l´ım
n→∞
sn
)
=Mw(f).
As´ı, N(f) = Mw(f) para todo f ∈Weak Lp, concluimos que N ∈ H.
Corolario 3.1. El operador multiplicacio´n Mu es invertible si y so´lo si u es invertible en
L∞.
Demostracio´n. Sea Mu invertible, entonces existe N ∈ B
(
Weak Lp
)
tal que
Mu.N = N.Mu = I, (3.5)
donde I representa el operador identidad. Veamos que N conmuta con H. Sea Mw ∈ H,
entonces
Mw.Mu =Mu.Mw, (3.6)
aplicando N a (3.6) y por (3.5) se sigue
N.Mw.Mu.N = N.Mu.Mw.N,
N.Mw.I = I.Mw.N,
N.Mw = Mw.N,
se concluye que N conmuta con H y por el teorema 3.2 se tiene que N ∈ H, en consecuencia
existe g ∈ L∞ tal que N = Mg, as´ı
Mu.Mg = Mg.Mu = I,
esto implica que ug = gu = 1 µ− c.t.p , por lo cual u es invertible en L∞.
Supongamos ahora que u es invertible en L∞ es decir,
1
u
∈ L∞, por tanto
Mu.M1/u = M1/u.Mu =M(1/u)u
=M1 = I,
en consecuencia Mu es invertible en B (Weak Lp).
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Lema 3.1. Supongamos que Mu es un operador compacto. Para ǫ > 0 definamos
Aǫ(u) =
{
x ∈ X : |u(x)| ≥ ǫ
}
,
y
Weak Lp
[
Aǫ(u)
]
=
{
fχAǫ(u) : f ∈Weak Lp
}
.
Entonces WeakLp
[
Aǫ(u)
]
es un subespacio cerrado invariante de WeakLp bajo Mu. Ma´s au´n
Mu
∣∣∣
Weak Lp[Aǫ(u)]
,
es un operador compacto.
Demostracio´n. Sea h, s ∈Weak Lp
[
Aǫ(u)
]
y α, β ∈ R. Consideremos h = fχAǫ(u) y
s = gχAǫ(u) donde f, g ∈Weak Lp, entonces
αh+ βs = α
(
fχAǫ(u)
)
+ β
(
gχAǫ(u)
)
= (αf + βg)χAǫ(u) ∈Weak Lp
[
Aǫ(u)
]
.
Lo cual significa que Weak Lp
[
Aǫ(u)
]
es un subespacio de Weak Lp.
Por otra parte, para todo h ∈Weak Lp
[
Aǫ(u)
]
se tiene que
Muh = uh = ufχAǫ(u)
= (uf)χAǫ(u),
donde uf ∈Weak Lp.
Por lo tanto, Muh ∈ Weak Lp
[
Aǫ(u)
]
, es decir Weak Lp
[
Aǫ(u)
]
es un subespacio invariante
de Weak Lp bajo Mu.
Ahora, mostremos que WeakLp
[
Aǫ(u)
]
es un conjunto cerrado. En efecto, sea g una funcio´n
perteneciente a la cerradura de Weak Lp
[
Aǫ(u)
]
, entonces existe una sucesio´n {gn}n∈N en
Weak Lp
[
Aǫ(u)
]
tal que
gn → g,
en Weak Lp. Debemos demostrar que g pertenece a Weak Lp
[
Aǫ(u)
]
. Note que
g = gχAǫ(u) + gχAcǫ(u).
Veamos que gχAcǫ(u) = 0. En efecto, dado ǫ1 > 0 existe n0 ∈ N tal que∥∥gχAcǫ(u)∥∥L(p,∞) = ∥∥(g − gn0 + gn0)χAcǫ(u)∥∥L(p,∞)
=
∥∥(g − gn0)χAcǫ(u)∥∥L(p,∞)
≤
∥∥g − gn0∥∥L(p,∞) < ǫ1.
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En consecuencia gχAcǫ(u) = 0, lo que significa que g = gχAǫ(u), esto es g ∈ Weak Lp
[
Aǫ(u)
]
como se queria probar.
Para la demostracio´n de que el operador Mu
∣∣∣
Weak Lp[Aǫ(u)]
es compacto, ve´ase el teorema A.1
del ape´ndice.
Teorema 3.3. Sea Mu ∈ B (Weak Lp). Mu es compacto si y so´lo si Weak Lp
[
Aǫ(u)
]
tiene
dimensio´n finita para todo ǫ > 0.
Demostracio´n. Si |u(x)| ≥ ǫ, note que
∣∣ufχAǫ(u)(x)∣∣ ≥ ǫfχAǫ(u)(x),
luego {
x ∈ X : ǫfχAǫ(u)(x) > λ
}
⊂
{
x ∈ X :
∣∣ufχAǫ(u)(x)∣∣ > λ},
entonces
DufχAǫ(u)(λ) ≥ DǫfχAǫ(u)(λ)
λ
[
DufχAǫ(u)(λ)
]1/p
≥ λ
[
DǫfχAǫ(u)(λ)]
1/p
sup
λ>0
λ
[
DufχAǫ(u)(λ)
]1/p
≥ sup
λ>0
λ
[
DǫfχAǫ(u)(λ)]
1/p
∥∥ufχAǫ(u)∥∥L(p,∞) ≥ ∥∥ǫfχAǫ(u)∥∥L(p,∞)
= ǫ
∥∥fχAǫ(u)∥∥L(p,∞).
Por tanto
∥∥MufχAǫ(u)∥∥L(p,∞) ≥ ǫ∥∥fχAǫ(u)∥∥L(p,∞). (3.7)
Ahora, si Mu es compacto entonces del lemma 3.1 se tiene que WeakLp
[
Aǫ(u)
]
es un subes-
pacio invariante cerrado de Mu, en consecuencia
Mu
∣∣∣
Weak Lp[Aǫ(u)]
,
es un operador compacto. De (3.7) Mu
∣∣∣
Weak Lp[Aǫ(u)]
tiene rango cerrado en Weak Lp
[
Aǫ(u)
]
por tanto es invertible, y en virtud de la compacidad, se concluye que WeakLp
[
Aǫ(u)
]
tiene
dimensio´n finita.
Supongamos ahora que WeakLp
[
Aǫ(u)
]
tiene dimensio´n finita para cada ǫ > 0. En particular
para todo n, Weak Lp[A 1
n
(u)] tiene dimensio´n finita, entonces dado n se define
un : X → C
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como
un(x) =


u(x) si |u(x)| ≥ 1
n
0 si |u(x)| < 1
n
.
Note que
Munf −Muf = (un − u).f ≤ ‖un − u‖∞|f |,
as´ı {
x ∈ X : |(un − u).f(x)| > λ
}
⊆
{
x ∈ X : ‖un − u‖∞|f(x)| > λ
}
,
por tanto ∥∥Munf −Muf∥∥L(p,∞) ≤ ‖un − u‖∞∥∥f‖L(p,∞),
en consecuencia ∥∥Munf −Muf∥∥L(p,∞) < 1n
∥∥f‖L(p,∞),
esto implica que Mun converge uniformemente a Mu.
Como Weak Lp[Aǫ(u)] tiene dimensio´n finita, entonces Mun es un operador de rango finito.
Por lo tanto Mun es compacto para cada n, y as´ı Mu es un operador compacto.
Teorema 3.4. Sea Mu ∈ B (Weak Lp). Mu tiene rango cerrado si y so´lo si existe un δ > 0
tal que |u(x)| ≥ δ µ−c.t.p en S =
{
x ∈ X : u(x) 6= 0
}
, donde S es el soporte de u.
Demostracio´n. Sea δ > 0 tal que |u(x)| ≥ δ a.e[µ] en S, entonces para todo f ∈Weak Lp se
tiene que {
x ∈ X :
∣∣(δfχS)(x)∣∣ > λ} ⊆ {x ∈ X : ∣∣(ufχS)(x)∣∣ > λ},
y as´ı
DufχS(λ) ≥ DδfχS (λ).
Por tanto ∥∥MufχS∥∥L(p,∞) ≥ δ∥∥fχS∥∥L(p,∞),
En consecuencia Mu tiene rango cerrado.
Supongamos ahora que Mu tiene rango cerrado, entonces existe un ǫ > 0 tal que∥∥Muf∥∥L(p,∞) ≥ ǫ∥∥f∥∥L(p,∞),
para todo f ∈Weak Lp, donde
Weak Lp
(
S
)
=
{
fχS : f ∈Weak Lp
}
.
Sea E =
{
x ∈ S : |u(x)| < ǫ/2
}
.
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Si µ(E) > 0, entonces es posible hallar un conjunto medible F ⊆ E tal que χF ∈WeakLp
(
S
)
.
Por tanto, para λ > 0 se tiene{
x ∈ X :
∣∣uχF (x)∣∣ > λ} ⊆ {x ∈ X : ∣∣ ǫ2χF (x)∣∣ > λ},
luego
DuχF (λ) ≥ D ǫ
2
χF
(λ).
En consecuencia ∥∥MuχF∥∥L(p,∞) ≤ ǫ2∥∥χF∥∥L(p,∞),
lo cual es una contradiccio´n, se concluye que µ(E) = 0.
Esto completa la demostracio´n.
3.2. Operador Composicio´n
Sea (X,A, µ) un espacio de medida y la transformacio´n T : X → X tal que T−1(A) ∈ A
para cada A ∈ A. Si µ
(
T−1(A)
)
= 0 para todo A ∈ A con µ(A) = 0, entonces T se llama
una transformacio´n no singular.
Sea Y un subconjunto medible de X y T : Y → X una transformacio´n medible, entonces
definimos la aplicacio´n lineal CT que va desde Weak Lp al espacio de todas las funciones
medibles sobre X a valor complejo asi:
(
CTf
)
(x) =


f
(
T (x)
)
si x ∈ Y
0 en otro caso,
para todo f ∈Weak Lp.
Si CT es acotado con rango en Weak Lp decimos que CT es el operador composicio´n sobre
Weak Lp inducido por T .
En esta seccio´n se enuncia una condicio´n necesaria y suficiente para la continuidad del
operador composicio´n CT definido en el espacio Weak Lp.
Teorema 3.5. Sea T : X → X una transformacio´n medible no singular. Entonces la apli-
cacio´n CT : f → f ◦ T inducida por T es acotada sobre Weak Lp si y so´lo si existe una
constante M > 0 tal que
µ
(
T−1(E)
)
≤Mµ(E) para todo E ∈ A.
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Ma´s au´n ∥∥CT∥∥ = sup
0<µ(E)<∞
E∈A
(
µ
(
T−1(E)
)
µ(E)
)1/p
.
Demostracio´n. Supongamos que existe una constante M > 0 tal que
µ
(
T−1(E)
)
≤Mµ(E) para todo E ∈ A.
Entonces ∥∥CT (f)∥∥L(p,∞) = supλ>0 λ
[
µ
(
{x ∈ X :
∣∣f(T (x))∣∣ > λ})]1/p
= sup
λ>0
λ
[
µ
(
T−1
(
{x ∈ X : |f(x)| > λ}
))]1/p
≤M sup
λ>0
λ
[
µ
(
{x ∈ X : |f(x)| > λ}
)]1/p
= M
∥∥f∥∥
L(p,∞)
.
Por lo tanto ∥∥CT (f)∥∥L(p,∞) ≤M∥∥f∥∥L(p,∞).
Rec´ıprocamente, supongamos que CT es acotado y sea E ∈ A, si µ(E) = ∞, entonces
el resultado se tiene trivialmente. Supongamos que µ(E) < ∞ y consideremos la funcio´n
caracter´ıstica χT−1(E), entonces
[
µ
(
T−1(E)
)]1/p
≤ sup
λ>0
λ
[
µ
(
{x ∈ X : χT−1(E)(x) > λ}
)]1/p
= sup
λ>0
λ
[
µ
(
{x ∈ X :
(
χE ◦ T
)
(x) > λ}
)]1/p
=
∥∥χE ◦ T∥∥L(p,∞)
=
∥∥CT (χE)∥∥L(p,∞),
como CT es acotado entonces existe M tal que∥∥CT (χE)∥∥L(p,∞) ≤M1/p∥∥χE∥∥L(p,∞)
= M1/p
[
µ(E)
]1/p
,
por tanto [
µ
(
T−1(E)
)]1/p
≤M1/p
[
µ(E)
]1/p
.
En consecuencia
µ
(
T−1(E)
)
≤Mµ(E) para todo E ∈Weak Lp.
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Ahora demostremos que
∥∥CT∥∥ = sup
0<µ(E)<∞
E∈A
(
µ
(
T−1(E)
)
µ(E)
)1/p
.
En efecto, sea N = sup
0<µ(E)<∞
E∈A
(
µ
(
T−1(E)
)
µ(E)
)1/p
, entonces
(
µ
(
T−1(E)
)
µ(E)
)1/p
≤ N para todo E ∈ A, µ(E) 6= 0,
por tanto
µ
(
T−1(E)
)
≤ Npµ(E) para todo E ∈ A.
Ahora, por la primera parte de este teorema se tiene que∥∥CT (f)∥∥L(p,∞) ≤ N∥∥f∥∥L(p,∞)
para todo f ∈Weak Lp.
En consecuencia ∥∥CT∥∥ = sup
f 6=0
∥∥CT (f)∥∥L(p,∞)∥∥f∥∥
L(p,∞)
≤ N,
luego
∥∥CT∥∥ ≤ sup
0<µ(E)<∞
E∈A
(
µ
(
T−1(E)
)
µ(E)
)1/p
. (3.8)
Por otra parte, sea
M =
∥∥CT∥∥ = sup
f∈Weak Lp
f 6=0
∥∥CT (f)∥∥L(p,∞)∥∥f∥∥
L(p,∞)
.
Entonces ∥∥CT (f)∥∥L(p,∞)∥∥f∥∥
L(p,∞)
≤M para todo f ∈Weak Lp, f 6= 0.
En particular, para f = χE tal que 0 < µ(E) <∞, E ∈ A se tiene que
f = χE ∈Weak Lp y ∥∥CT (χE)∥∥L(p,∞)∥∥χE∥∥L(p,∞) =
(
µ
(
T−1(E)
)
µ(E)
)1/p
≤M,
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por lo tanto
sup
0<µ(E)<∞
E∈A
(
µ
(
T−1(E)
)
µ(E)
)1/p
≤M =
∥∥CT∥∥. (3.9)
Finalmente de (3.8) and (3.9) se obtiene
∥∥CT∥∥ = sup
0<µ(E)<∞
E∈A
(
µ
(
T−1(E)
)
µ(E)
)1/p
.
Ape´ndice
Sea X un espacio normado y T : X → X un operador. Un subespacio V de X se dice
invariante bajo T (o simplemente T−invariante) si
T (V ) ⊆ V.
Teorema A.1. Sea T : X → X un operador compacto. Si M es un subespacio de X cerrado
e invariante bajo T , entonces el operador T
∣∣∣
M
(la restriccio´n de T a M) es compacto.
Demostracio´n. Sea {xn}n∈N una sucesio´n en M ⊆ X , entonces {xn}n∈N ⊆ X . Por tanto
existe una subsucesio´n {xnk}k∈N de {xn}n∈N tal que T (xnk) converge in X .
Como {xnk} ⊆M entonces T (xnk) ⊆ T (M), por tanto T (xnk) converge en T (M).
Por otra parte, M es cerrado e invariante bajo T por tanto se tiene:
T (M) ⊆M = M,
luego T (xnk) converge en M , en consecuencia T
∣∣∣
M
es compacto.
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